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Introduccion

Este minicurso presenta una introducciéon a las singularidades aisladas
de tipo interseccién completa. Desarrollamos herramientas que nos permiten
demostrar algunas propiedades basicas de las singularidades aisladas. En el
caso de una hipersuperficie mostramos que la singularidad aislada esta carac-
terizada localmente por la altura de su ideal jacobiano. Estudiamos el caso de
interseccién completa. Presentamos una generalizacién del complejo Koszul,
y estudiamos su cohomologia.

Estas notas estdan organizadas de la siguiente manera:

El primer capitulo se divide en dos secciones. En la primera de ellas
desarrollamos los conceptos y propiedades de &algebra conmutativa que se
usan en el trabajo. En la segunda seccion presentamos la buena definicion
del ideal jacobiano sobre un anillo (R, n) regular local esencialmente de tipo
finito (r.l.e.t.f.) que generaliza la definicién para polinomios.

En el segundo capitulo mostramos que I = (f) tiene una singularidad
aislada si sélo si ht(J;) = m = dim(R). Calculamos la cohomologia del
complejo Koszul. Para singularidades de tipo interseccién completa (icis)
calculamos la altura de su ideal jacobiano. Generamos estas singularidades
en funcién de singularidades de hipersuperficies. Estudiamos la cohomologia
de ciertos complejos L; que generalizan el complejos Koszul y calculan la
homologia de Hochschild.

Quiero expresar mi sincero agradecimiento a los organizadores del XXXIT
Coloquio de la Sociedad Matemdtica Peruana por permitirme participar en
este gran evento.

Rubén E. Burga Barboza
UNPRG



Capitulo 1

Algebra Conmutativa

En este capitulo presentamos las definiciones y propiedades de la teoria
de anillos que usaremos mas adelante. Aqui también se presenta la buena
definicién de El Ideal Jacobiano y de una singularidad aislada.

1.1. Definiciones y Propiedades

Todos los anillos tratados son noetherianos. Entre las principales defini-
ciones que usaremos se encuentra la dimension de Krull.

Definicién 1.1. Sea R un anillo. La dimensién de Krull o simplemente
la dimensién del anillo R, denotada como dim(R), es el supremo de las lon-
gitudes de las cadenas de ideales primos en R. Es decir, dim(R) = n si existe
una cadena de ideales primos

PGP G---CP,
y ninguna cadena es mas grande.

Ejemplo 1.2. Si R = k es un cuerpo, el unico ideal primo es Py = (0). Esto
significa que dim(R) = 0.

Ejemplo 1.3. Si R = k[z], y k cuerpo entonces dim(R) = 1.

Ejemplo 1.4. Si R = k[x]/I, k cuerpo, con I ideal propio no nulo entonces
la dimension de R es cero.



Definicién 1.5. Sea [ un ideal primo de R. Definimos la altura ht(I) del
ideal I como el supremo de la longitud de las cadenas de primos

PP G---GCI=PF,

que finalizan en 1.
Si el ideal I no es primo definimos la altura del ideal I como el minimo
de las alturas de los primos P que contienen a I.

Observacién. Cabe resaltar que algunos autores (ej [Eis]) a la altura del
ideal I la llaman codimensién.
Si el anillo (R, n) es local entonces

dim(R) = ht(n).

Proposicién 1.6. Sea x € R y P un ideal primo minimal entre los primos
que contienen a x, entonces ht(P) < 1.

Prueba. Sin perdida de generalidad podemos pensar que R es local y P es su
ideal maximal. Sea @ ideal primo tal que Q C Py Q" la imagen inversa en R
del ideal Q, C Rg. Como R/(x) es artiniano entonces la cadena descendente

LCcMW Y c..cQW

es estacionaria. Esto implica que Q™ + (z) = Q™Y 4 (z). De aqui se prueba
que

(x)Q(”) + QD = Q).
El lema de Nakayama nos indica que Q" = Q1. Es decir QH = Qgﬂ en

el anillo R esto significa que Q¢) = 0 y Rq tiene dimension cero. [
Teorema 1.7. Sea 1, ...,x, € R y P ideal primo minimal entre los primos
que contienen a xy,...,%,. Entonces ht(P) < n.

Prueba. La demostracion sera por induccion. El caso n = 1 se sigue de la
proposition anterior. Supongamos que el teorema se cumple para n — 1. Sea
P un ideal primo minimal del ideal (xy, ..., z,). Sin perdida de generalidad
podemos suponer que el anillo R es local con maximal P. Sea P; primo
contenido en P tal que no existe ideal primo entre ellos. El ideal P; no puede
contener a todos los elementos x1, ..., x,, entonces existe z; tal que x; ¢ P;.
En el anillo R/(z1, P1) todos los elementos del maximal son nilpotentes.
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Entonces existe n, suficientemente grande, tal que 2 € (1, P1) se puede
escribir como
n
T = ;1 + Yi,

con y; € Py para 2 <i < n. En el anillo R/(y2,...,yn), P es minimal entre

los que contienen a Z1; de la proposicién anterior ht(P) < 1. Como P, C P

entonces ht(ﬁl) = 0. Esto nos indica que P; es minimal entre los y1, ..., Yn_1.
Entonces de la hipétesis inductiva ht(P;) < n — 1. Como P, es arbitrario,
P, C P y no existe primo entre ellos, entonces ht(P) < n |

El teorema anterior se llama P.I.T. (segtn sus siglas en inglés de Principal
Ideal Theorem.)

Corolario 1.8. Para todo primo P con ht(P) = c existe un ideal I generado

por ¢ elementos de modo que P sea minimal entre los primos que contienen
al ideal 1.

Prueba. [Eis, Corolario 10.5]. |

Definicién 1.9. Diremos que un anillo local (R,n) es regular si y sélo si
dim Krull(R) = dimy ()
n

donde k = R/n.
Lema 1.10. Si (R,n) es un anillo reqular local entonces R es un dominio.
Prueba. [Eis, Corolario 10.14]. |

Definicién 1.11. Sea (R,n) un anillo local de dimensién n. El conjunto
x1,...,T, se llama una secuencia de parametros si sélo si

W C{xy,...,z,) C0,

para algtin j € N. Si ademads (z1, ..., z,) = n la secuencia se llama secuencia
regular de parametros

Lema 1.12. (R,n) es un anillo reqular local si solo sin posee una secuencia
reqular de parametros.



Prueba. Sea
dim(R) = dimy(n/n°) = n,

v {71, ..., Tn} unabase del espacio vectorial 17/n*. Tomemos I = (z1,...,x,) C
nymn/l. Como I = (Ty,...,T,) =n/n? entonces

I+
77277 =n/n’.
De aqui tenemos que I + n? = 7, el Lema de Nakayama nos indica que
I = 7. Por definicién esto significa que (z1,...,2,) es una secuencia regular
de paramétros.
Para el retorno supondremos que (x1, ..., z,) = 1 es una secuencia regular
de pardmetros. Entonces por definicién dim(R) = n.

Notemos también que
dim(n/i°) < n,

pues {T1,...,T,} generan n/n?. Si dim(n/n*) <ny
77/772 = <y1’ s 7ym>

con m < n, usando el Lema de Nakayama (de la misma forma que se uso
lineas atrds) tenemos que 1 = (yi, ..., Yn) . Esto significaria usando el P.I.T
que ht(n) < m < n, lo cual es una contradiccién y prueba el Lema. |

Definicién 1.13. Sea (R,7) un anillo local. La coleccion (z1, ..., z,) se de-
nomina secuencia regular (o secuencia R-regular) si sélo si la aplicacion

T; . R/ <ZL’1, e ,ZEZ‘_1> — R/ <I1,. .. ,JZZ‘_1>

definida por @ — T; - @ es inyectiva para todo i = 1,...,n, y ademas
(x1,...,2,) # R.

Corolario 1.14. Si xq,...,x, es un secuencia reqular de pardmetros en un
anillos regular local entonces x1,...,x, es una secuencia reqular.

Prueba. Basta recordar que todo anillo regular local es un dominio y que
R/I es regular local si sélo si I es parte de una secuencia regular de pa-
rametros. |

Nota. Del hecho que : Divcero(R) = |J, P, donde P; son los primos aso-
ciados; se prueba que la definicion anterior significa que T; no se encuentra
en ningun primo asociado del anillo R/ (z1,...,2;_1). En general un primo
asociado no es un primo minimal.



Definicién 1.15. Sea (R, n) un anillo local. Definamos la filtracién I-adica
como la cadena
R=I1I">I'>I*> ...,

y su anillo graduado como

o Jn+1°

gr'(R)

Para una definiciéon més general ver [Mats.,10.c|.

Observacién. El anillo graduado definido anteriormente caracteriza las se-
cuencias regulares de la siguiente manera :

Teorema 1.16. Sea (R,n) un anillo local y ay,...,as elementos en n. De-
finamos J = (ay,...,as). Entonces ay,...,as es una secuencia reqular si y
solo st

(R/D)[x1,... x5 =~ gr'(R).
Prueba. [Mats, Teorema 33]. |

Definicién 1.17. Sea (R,7n) un anillo, I un ideal. La longitud de la méxi-
ma cadenas de secuencias regulares de R contenidas en I se define como
profundidad(I). Si I = n entonces profundidad(l) se denomina profundi-
dad del anillo R y se escribe como profundidad(R).

Observacién. Se prueba que toda cadena maximal tiene la misma longitud.
Si en la Definicién 1.13 en lugar de R tomamos cualquier R—moddulo M, la
secuencia {xy,...,z,} se denomina M — regular. La méxima longitud de ca-
dena de secuencias M —regulares contenidas en I se denomina profundidad
de M en I y se denota como depht(I, M) (ver [Eis,Cap. 17,18]). Si M = R
tenemos que profundidad(l, R) = profundidad(I).

Observacién. Notemos que bajo esta definicién tenemos que

profundidad(R) = profundidad(n)
Proposicién 1.18. Sea R un anillo, I un ideal. Entonces

profundidad(l) < ht(I)



Prueba. La prueba sera por induccién sobre n la profundidad del ideal I. Si
n = 0, entonces 0 < ht(I). Supongamos que la afirmacién se satisface para n.
Si profundidad(I) = n+ 1 entonces existe 1, ..., T, 1 una secuencia regular.
En el anillo R/(x;), por induccién se cumple la desigualdad

profundidad(I) < ht(I) < ht(I).

Notemos que profundidad(I) = n, y como 1 no pertenece a ninguna primo

minimal, ht([) < ht(I). De aqui se sigue que
profundidad(I) < ht(I)
[}

Ejemplo 1.19. En el anillo R = (k[z,y]/(2? 2y))@wy, €l ideal I = ()
cumple

profundidad(l) =0 < 1 = ht(I).
Lema 1.20. Sea (R,n) un anillo local entonces
profundidad(R) < dim(R/P)
para todo P € Ass(R).

Prueba. La prueba sera por induccién sobre prof(R). Si prof(R) = 0 no
haya nada que probar. Supongamos que profundidad(R) = r y que el lema
se cumple para anillos con profundidad menor que r.

Sea P € Ass(R) y x un elementos regular entonces x ¢ P. Sea Ry = R/(z)
entonces se prueba que existe @, € Ass(R;) tal que P C Q. Es decir
(P,z) € Qf. Notemos que P es un subconjunto propio de .

Por induccion tenemos

depth(R) — 1 = depth(Ry) < dim(R1/Q1) < dim(R/P).
De aqui podemos concluir que
depth(R) < dim(R/P)
para todo P € Ass(R). |

Lema 1.21. Sea (R,n) un anillo reqular local I un ideal de R e y € n.
Entonces
profundidad({I,y)) < profundidad(I) + 1.



Prueba. Supongamos que profundidad({Il,y)) = r, entonces y es un ele-
mento regular, y este se puede completar a una secuencia y; = v, ..., ¥y, en
(I,y). Notemos que y; = x; + w;, donde x; € I y w; € (y). La secuencia
Y1, T2, ..., L, €s una secuencia regular. El lema de Nakayama nos indica que
T2, ..., Ty, Y1 €S Una secuencia regular. Esto significa que

profundidad(I) > r —1,
esto finaliza la prueba.

Definicién 1.22. Un anillo local (R, n) es llamado Cohen Macaulay (C.M)
si sélo si profundidad(R) = dim(R) (ver [Mats, 16.A, P4g 103]).

Lema 1.23. Sea (R,n) un anillos C.M. y P un primo asociado entonces P
es minimal. Es decir ht(P) = 0.

Prueba. Sean = dim(R) = depth(R). De la desigualdad prof(R) < dim(R/P)
para todo primo P € Ass(R) podemos concluir que dim(R/P) = n, estos
significa que ht(P) = 0 para todo primo P € Ass(R).

[

Proposicién 1.24. Sea (R,n) un anillo reqular local. Entonces (R,n) es
Cohen-Macaulay.

Prueba. Sea {z1, ..., z,} una secuencia regular de pardmetros. Del Corolario
1.14 tenemos que x1,..., T, es una secuencia regular. Esto significa, a partir
de la definicion, que

profundidad(R) > n.
Si usamos la Proposicion 1.18 tenemos que
profundidad(n) < ht(n) = dim(R) = n.
Por lo tanto dim(R) = profundidad(R.) |

Observacién. Un hecho importante que se obtiene del ultimo teorema es el
que para todo ideal I de un anillo regular local esencialmente de tipo finito
(r.l.e.t.f) se cumple

ht(I) = profundidad([).

Esta propiedad se presenta a continuacion :
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Teorema 1.25. Sea R un anillo C.M. Si I C R es un ideal propio, entonces
profundidad(I) = ht(I).

Prueba. De la Proposicion 1.18 tenemos profundidad(I) < ht(I). Veamos
que ht(I) < profundidad(I) se cumpla. Si profundidad(I) = r entonces
existen xy, ..., z, una secuencia regular en I. Se prueba que R/{(xq,...,x,) es
C.M. Todos los elementos de I son divisores de cero. Entonces existe un
primo Q € Ass(R/{x1,...,x,)) tal que I C Q. Como I C Q° es un primo
minimal de (z1,...,x,) en R entonces ht(I) < ht(Q°) <r

[

Para anillos r.l.e.t.f se tiene la siguiente version :

Teorema 1.26. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f. Si I C R es un ideal propio,
entonces

profundidad(I) = ht(I).

Prueba. Si R es un anillo r.l.e.t.f entonces, de la Proposicion 1.24, R es C.M.
La proposicion anterior finaliza la prueba. [ |

Corolario 1.27. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f., y € n. Entonces
ht({I,y)) < ht(I)+ 1.
Prueba. Del Lema 1.21 obtenemos
profundidad({I,y)) < profundidad(l) + 1. (1.1)

Por otro lado del Teorema anterior se sigue que pro fundidad({I,y)) = ht({I,y))
y profundidad(I) = ht(I). Entonces de 1.1 se sigue

ht((1,y)) < ht(I) + 1.
n

Proposicién 1.28. Sea R un anillo noetheriano y M un mddulo finito.
Entonces Ass(M) es un conjunto finito.

Prueba. [Mats, Proposicién 7.GJ. |

Definicién 1.29. Sea R un anillo e [ un ideal. Sea Ass(R/I) = {Py,..., P}.
Diremos que I es Unmixed si ht(P;) = ht(I) para todo .
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Proposicién 1.30. Sea (R,n) un anillo local de dimension m. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes :

1)(R,n) es Cohen Macaulay, es decir, profundidad(R) = m.

2) Si J = {ay,...,a,) es un ideal de altura r generado por r elementos
entonces J¥ es unmized para todo entero v.

3) St ay,...,a. yJ cumplen las hipdtesis de (2) entonces

gry(R) ~ (R/J)[x1, ...,z
4) Existe un sistema de pardmetros ay, . . ., a, tal que
gri(R) ~ (R/I)[xy, ..., x,),

donde I = (ay,...,a,) .
Nota. En 3y 4 los isomorfismos son naturales. Ellos son definidos como
a; mod J? — x;.

Prueba. [Mats, Teorema 32]. |

Corolario 1.31. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f. I = (f1,..., f;) un ideal gen-
erado por una secuencia reqular entonces

I° .
7ot ~ ((R/])[xy,...,2.])°,

donde ((R/I)[z1,...,x,])° representa en R/I—mddulo de los polinomios de
grado s con coeficientes en R/I.

Prueba. Como fi, ..., f, forman una secuencia regular entonces ht(l) = r.
De la Proposicion 1.30 tenemos que

gr'(R) =~ R/I[xy, ..., ]

Donde el isomorfismo es definido como f, — ;. Denotemos a este isomor-
fismo como ¢. Un elemento generador de I° es de la forma z = af{* ... for

r o

donde a1+ - -+a, = s,y a € R. De la definicién del isomorfismo ¢ obtenemos

©(z) = @xl* ... x%. De aqui se prueba que el R/I—mddulo representan

Js+1
los polinomios de grado s sobre R/I. n
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1.2. El Ideal Jacobiano.

La definiciéon que presentaremos del ideal jacobiano sera sélo para anillos
regulares locales. Esta se basa en el hecho que Q}, es libre.

Definicién 1.32. Sea R un anillo r.l.e.t.f. Sea F' = (f1,..., f,) conr > 1 tal
que ht(I) =ce I = (fi,..., fr). Sea ey, ..., e, una base de Q% donde m =

dim(R). Definamos la matriz jacobiana de F en la base ey, ..., e, como
Jac(F) = (fi;), donde df; = X, f; je;. Por definicién el ideal jacobiano
Jr(e1,. .., en) es el ideal generado por los menores ¢ x ¢ de Jac(F) = (fi;).

Observacién. La definicion de ideal jacobiano Jr que presentamos depende
de los generadores y del nimero de estos en el ideal I. Para probar esta
afirmacién basta ver el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.33. Sea (R;n) = k[z,yluy ¢ [ = (f = 22 + 4%, 9 = 2° — y?),
es claro que [ representa una icis. Un calculo nos hace ver Jy, = (xy). Los
polinomios f’ = (1+xzy)(2*+y*) y ¢’ = y* generan el ideal I. De la definicién
de ideal jacobiano tenemos que Jy o = (y2x? + y* + 22y + 22%y?).

Por otro lado si h = (1 — ay)z?, es claro que I = (f,g,h) y un cdlculo
nos lleva a que Jy 5, = (zy,z* + y*, 2* — y*), aqui estamos tomando todos
los menores de orden 2 x 2 de la matriz jacobiana de F' = (f, g, h). Es claro
que ht(Jygn) =m = 2.

Observacion. Notemos también que en la definicién del ideal jacobiano
hacemos uso de una base del médulo Q. De aqui la razén de denotar el
ideal jacobiano de F' = (fi,..., fr) como Jp(ey,...,e,). Aqui si veremos
que si cambiemos la base del médulo libre Q}, el ideal jacobiano sigue siendo
el mismo. La prueba de esta afirmacién sigue a continuacion. Para iniciar
presentamos algunos propiedades conocidas.

Lema 1.34. Sean Asum, Bmxs Yy Csxs matrices con entradas en un anillo R
con s < m. St

A-B=C

entonces det(C) es combinacion lineal de menores s X s de la matriz A. Si
s > m entonces det(C) = 0.
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Prueba. Sean C = ( c, Cy ... O ), y A= ( A Ay ... A, ),
donde A;, C; representan los vectores columnas de A y C respectivamente.

De la hipétesis C' = A - B se prueba que Cy, = > b;, xA;,. Por lo tanto

ip=1

det(C)=det (C, Co ... Cy) =
det ( Z bil,lAz'l e Z bzk,kAzk P Z bz’s,sAik ) =
i=1 =1 i=1

Z bil,lbiQ,Q e biS,s - det ( Ail . Alk - Ais ) .

i17...,iS:1

Si s > m entonces en la ecuacion

det(C) = Z bil,lbi%Q cee 61575 - det ( Ai1 Ce Azk Ce Ais )

i1, is=1

alguna columna A;_se repite en (A4;, ... 4; ... A;,). Es decir

k

Por lo tanto det(C') = 0.
|

Corolario 1.35. Sean A, B, y C matrices de orden m Xxn, n X s ym X s
respectivamente y ¢ € N tal que ¢ < m, ¢ < s. Si

A-B=C

entonces todo menor Cy de orden ¢ de C es combinacion lineal de menores
de orden ¢ de B.

Prueba. Sea (| = (¢, ,;,) una submatriz de orden ¢ de C'. Entonces existen
Ay = (ai; 1) y Br = (b)) matrices de orden ¢ X n y n X ¢ respectivamente
tal que A; - By = C, entonces

Bl Al =1,

Una aplicacion directa del Lema anterior finaliza la prueba. Notemos que
aun en el caso ¢ > n se cumple el corolario. En efecto, si ¢ > n entonces del
lema anterior tenemos que det(C4) = 0. [
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Observacién. Notemos que para n puede suceder que n > m on < m
y lo mismo para s. Este comentario tiene su asidero en el Corolario 1.37 y
Proposicién 1.38

Corolario 1.36. Sea A una matriz m x m invertible, B, C' matrices de orden
m xn y c en los naturales tal que c < m yc <n. Si

A-B=C

entonces el ideal C generado por los menores de orden ¢ de la matriz C es
tqual al ideal B generado por los menores de orden ¢ de la matriz B.

Prueba. Del Corolario anterior tenemos que todo menor de orden ¢ de la
matriz C' se escribe como combinacién lineal de menores de orden ¢ de la
matriz B por lo tanto C C B. Como A es invertible de igual forma se prueba
que B CC. [ |

A continiacion veremos que el ideal jacobiano no depende de la base del
mddulo Q} que se elija.

Corolario 1.37. La definicion del ideal jacobiano de I = (f1,...,f.) no
depende de la base de QF que se tome. Es decir, si {€e},... e} es otra base
del médulo Qp, donde la matriz Jac(F) = (f;), entonces Jp = J, donde Jj,
es el ideal generados por los menores de orden c de la matriz (f ;).

Prueba. Sea A : Q' — Q! la matriz de cambio de la base {e1,...,e,} a
la base {€],... el }, es decir A -e; = ¢e,. Notemos que A es invertible pues
si definimos A’ : Q) — QL como A'(¢}) = ¢; tenemos que A - A" = Id, y
A A=1Id.

Por otro lado si

m
A(ej) = 6; = Zai,jei
i=1

entonces

m m m
dfy =Y [l =Y 150 arier) =
i=1 =1 k=1

m m

m
O ariflen =Y frjer-
k=1

k=1 i=1
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En lenguaje matricial esto significa tener la siguiente igualdad
fin fla o fis Sir firo fir

7,n,1 T/n,Q s 7/71,r fm,l fm,2 oo fm,r

Donde A = (a;;) es invertible y A(e;) = Y a; je;. El Corolario 1.36 con

n = r prueba que

Jr(er, ... em) = Jp(el, ... el).

Notemos que no existe restriccién sobre el nimero r con respecto a m.

Es decir puede suceder que r sea igual, mayor o menor que m = dim(R)
(ver Corolario 1.35).

|

Observacién. A continuacion veremos que la definiciéon del ideal jacobiano
no depende del niimero de generadores ni de los generadores del ideal I. En
un primer momento demostramos lo siguiente :

Proposicién 1.38. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f1,..., f.) tal que
ht(I) =c. Si I ={qg,...,gs) entonces se cumple

Jr = Ja
en el anillo R/I, donde F = (f1,...,f.) yG = (g1,.-.,9s)

Prueba. Como f; € I = (¢g1,...,9s) para todo j = 1,...,r entonces

fi= Z Aij G-
i=1

Si aplicamos la derivada universal d : R — €} obtenemos

S

dfy = (Nijdgi + gid(hij)).

=1

La igualdad anterior en el médulo Q% ®@r R/I se escribe como
df; = in,j@i (1.2)
i=1
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De ahora en adelante trabajaremos en el anillo R/, y obviaremos la notacién
de clase de equivalencia. Tenemos que

df; = Z frj€r
k=1

dg; = grjer,
)

entonces la ecuacién 1.2 se escribe como

m S

Z Jrjer = Z )\i,j(z Grier) = Z(Z Ai,jGhi) €k
k=1 i=1

k=1 k=1 i=1
S

Por lo tanto fi; = > gki\ij, es decir
i=1

Jac(F) = Jac(G) - A,

donde A = (A;;). Del Corolario 1.35 se sigue que los menores de orden ¢ de
Jac(F') son combinacion lineal de menores de Jac(G) de orden ¢, es decir
Jr C Jg. De la misma manera se prueba que Jg C Jp.

Notemos que no existe restriccién sobre los niimero de generadores r y s

del ideal I. Es decir puede suceder que » > m o r < m, lo mismo para s.
|

Corolario 1.39. Sean I = (fy,..., f.), el ideal (I, Jr) no depende de los
representantes de I.

Prueba. De la proposicién anterior tenemos que para generadores fi, ..., f,
Y g1,--.,¢; se cumple Jp = Jg en el anillo R/I. Esto significa que
(Jp, 1) = (Jg, 1) .
|

Observacién. A continuacién vamos a probar que los elementos dz; forman
una base de QL si {1,...,x,,} forman una secuencia regular de pardmetros

de R.

Proposicién 1.40. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. y x1,..., T, un sistema
reqular de pardmetros. Entonces dzxy,...,dx,, es una base de Q.
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Prueba. Para el epimorfismo de anillos
R — R/n =k,

de la secuencia conormal (ver Proposicion 16.3 [Eis]), tenemos la secuencia
exacta

donde QL ® R/n es un k-espacio vectorial de dimensién m.Como Q}ﬂk =0y

2 = (Ty,...,Tm) es k—espacio vectorial de dimensién m entonces d es un

1
isomorfismo de e.v. Es decir, los elementos dz; ® 1 generan QF ® R/7.

Sea N = (dxy,...,dxm)p y M = Qf entonces N @ R/n = M ® R/n. Por
lo tanto

M _ M®R/n
N®R/n_ N®R/n

Como MIN \
nMN N O R

entonces M/N = n(M/N). El lema de Nakayama (ver Corolario 4.8 [Eis|)
nos indica que M /N = 0, es decir M = N. Por lo tanto dzy, ..., dz,, generan
QL. El morfismo T : &, Re; — Q, definido como T'(Y_ ae;) = > ae; es un
epimorfismos. Si P su nucleo, la secuencia exacta

0—>P =& Re; == QL ——0,

Como QL es libre de igual rango que @I, Re;, se prueba que P = 0.
|

Proposicién 1.41. Sean S C T cuerpos de caracteristica cero y {x,\}>\EA C
T una coleccion de elementos. Entonces {dxy},., es una base de Q%Fls como
un espacio vectorial sobre T' si solo si {xx},., €s una base de transcendencia

de T sobre S.
Prueba. [Eis, Proposicién 16.14]. [

Definicién 1.42. Sea (R,n) un anillo r.let.f. y f € n. Diremos que f es
regular si R/ (f) es un anillo regular local.

Lema 1.43. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. f € n es reqular si y solo si Jp =

(1)
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Prueba. Sea m = dim(R). Notemos que R/ (f) es esencialmente de tipo fini-
to. Por definicién f es un elemento regular si R/ (f) es un anillo regular local.
Por lo tanto el elemento f es parte de una secuencia regular de pardametros
x1:= f,---,x,. De la proposicion anterior tenemos que dzy, - -- ,dx, es una
base de Q. Por lo tanto en esta base J; = R.

Por otro lado si J; = R entonces f € '\ n*. En efecto si f € n* entonces
f= 22:1 x;y; donde x;,y; € n. Si aplicamos la derivada universal tenemos
df = Zle(d:viyi+xidyi). Como z;,y; € n entonces se prueba que Jy € 7. Por
lo tanto f € 1\ n?. Esto significa que fe n% es no nulo. Entonces f es parte
de una base del espacio vectorial . Sean vy := f,vy i= fo, -+ ,Um = f,,

una base de n% Sean f, fa, -+, fm representantes de las clases vy, ,v,, €

I:={f for..., fm). Como I := 12;72 = n%’ entonces I + n? = n. Es decir en
el anillo R/I tenemos 77 = 77*. Una aplicacién del Lema de Nakayama prueba
que I = n. Es decir f, fo,..., f;, es un sistema regular de parametros. De

aqui tenemos que R/ (f) es una anillo regular local.
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Capitulo 2

Singularidades

En este capitulo presentamos las propiedades que tiene el ideal jacobiano
de una singularidad asilada. En en caso de hipersuperficies es conocido que
ht(J¢) = m. Esta porpiedad caracteriza las singularidades de una hipersuper-
ficie. Si el ideal es de tipo intersecciéon completa se tiene ht(Jr) = m —r+ 1.
Estos resultados nos permite estudiar las icis usando la cohomologia de cier-
tos complejos L, para I = (f,g).

2.1. Singularidades Aisladas.

Nuestro objetivo sera presentar propiedades técnicas de las singularidades
aisladas. Especificamente calculamos la altura del ideal jacobiano de los ge-
neradores de un ideal I de interseccion completa con una singularidad aislada.
También demostramos que toda singularidad aislada de tipo interseccién
completa se puede generar con singularidades aisladas de hipersuperficies.

Definicién 2.1. Sea (R,n) un anillo rletf, e I = (fi,....,f) y F =
(fi,..., fr). Diremos que el ideal I = (fi,..., f,) C n tiene una singularidad
aislada en 7 si

ht((I, Jr)) = m = dim(%),
donde F = (f1,..., fr).

Observacion. La definiciéon anterior nace de la siguiente situacion : Sea
R = k[z1,..., %)y, € I un ideal propio de R. La condicién impuesta en la

19



definicién anterior significa que la Unica componente irreducible que pasa
por el punto P -que representa el maximal 7- de los ceros del ideal (J¢ + I),
Z(Jp+ 1), es el punto P. Sip e C C Z(Jy+ 1)y C es una componente
irreducible, entonces C' = P. En lenguaje algebraico la afirmacion anterior
se escribe de la siguiente manera: Sean 1 y Pc un ideal maximal y primo
respectivamente (que representa el punto P y la componente irreducible C').
Sin D Pc D (Jp,I) entonces Po = .
Observemos que la singularidad de I es aislada si \/(1, Jp) = 1.

Lema 2.2. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. Entonces I = (f1,..., f,) Cn esun
ideal con una singularidad aislada en n si y sélo sin® C (I, Jr) para algin i.

Prueba. Se sigue de la definicion.

Lema 2.3. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. Elideal I = (f1,..., f.) es una icis
si solo si para todo primo P diferente del maximal el anillo (R/I)p es el un
anillo reqular local.

Prueba. Sera suficiente demostrar que en el anillo Rp la secuencia f, ..., f,
es parte de una secuencia regular de parametros. Esto tltimo es claro pues
los elementos dfy, ..., df, tienen como ideal jacobiano la unidad. [

Observacién. Cuando el anillo R es r.l.e.t.f. se tiene una propiedad impor-
tante : Para todo ideal propio I de R se cumple ht(I) = profundidad(I)
(ver Teorema 1.26). Esta propiedad se debe al hecho que un anillo r.l.e.t.f.
es Cohen Macaulay (ver Proposicién 1.25). Por ello en adelante no distin-
guiremos las dos definiciones altura y profundidad de un ideal; teniendo en
cuenta -claro estd- que el anillo donde se hace esta identificacién sea Cohen
Macaulay.

Cuando el ideal I = (f) tiene una singularidad aislada y es generado por
un sélo polinomio tenemos la siguiente caracterizacion (en el caso particular
que k sea el cuerpo de los niimeros complejos obtenemos la Proposicién 1.2

de [Looj)).

Proposicién 2.4. Sea (R,n) un anillo r.l.et.f eI = (f) C n un ideal.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1.{f,J;) D’ para algin j.

2. Jy Dl para algin j.

3. dimk(%) < 0.
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Observacion. Las dimensiones de R/J; y R/ (J¢, f) -en las equivalencias 3

y 4- se llaman Ntmero de Milnor y Tjurina respectivamente

Prueba. La equivalencia de 1 y 2 se debe a que f € /J¢ ( [HS, Corolario
2.2].)
Para demostrar que 2 implica 3, si usamos el epimorfismo

(que proviene de la hipétesis J; D n?), serd suficiente notar que R/7’ es un
espacio vectorial de dimensién finita.
Sea R/Jy es un espacio vectorial de dimension finita. Del epimorfismo

R/J; — R/ (Jy, [)

se sigue que R/ (Jy, f) es un espacio vectorial de dimensién finita. Es decir,
3 implica 4.

Finalmente para demostrar que 4 implica 1 usaremos el hecho que si M
es un R—mdédulo de k—dimensién finita, entonces existe j en los naturales
tal que n/ - M = 0. En el caso que M = R/ (J;, f) esto significa que existe
algtin j tal que 7 C (J;, f) .

[ _§

Corolario 2.5. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. El ideal I = (f) tiene una
singularidad aislada en n si sdlo si ht(Jr) = ht({J;, f)) = m = dim(R).

Prueba. Del Lema 2.2, las equivalencias 1 y 2 de la Proposicién anterior
y la aplicacién directa de la definicién de altura de un ideal obtenemos que
I = (f) tiene una singularidad aislada en 7 si sélo si ht(J;) = ht((Jy, f)) =
m = dim(R). |

Corolario 2.6. Si [ = (f) tiene una singularidad aislada entonces el com-
plejo de Koszul K(fuy, ..., fe,) cumple H(K(fz,, ..., fz,)) = 0 para todo

i <m, y H"(K(fors-.., fo ) 2 0.

Prueba. Del Corolario anterior se tiene que profundidad(Js) = m. Esto

significa que J; contiene a alguna secuencia regular de longitud m. Como
Jr = (fors--s fun) donde df = > fr.e;, el Corolario 17.7 de [Eis] nos dice
que los elementos f,,,..., f;, forman una secuencia regular. [

21



La propiedad del corolario anterior sélo se cumple en el caso local (ver
Ejemplo 2.7).

Veamos el siguiente ejemplo de Michler :
Ejemplo 2.7. El polinomio f = % + % + % en (k[z,y],, 1), donde
¢ es un elemento no nulo del cuerpo, tiene una singularidad aislada en el
origen. Sus derivadas parciales {9, 2L} = {(c + z)(z + y?), (c + 2)%y}, no
forman una secuencia regular en k [z, y|, [Mich, Ejemplo 2]. Sin embargo, en
el anillo local (k [z, y](z Y) ,7) si es una secuencia regular.

Interesados en el caso cuando el ideal I este generado por una secuencia
regular, daremos la siguiente definicién.

Definicién 2.8. Sea (R, 7n) un anillor.l.e.t.f. Si fi,..., f, forman una secuen-
cia regular entonces diremos que el ideal I = (f1,..., f,) es interseccién
completa.

Definicién 2.9. Sea (R, 7n) un anillo r.l.e.t.f. Si el ideal I es una interseccién
completa y tiene una singularidad aislada en 7, diremos que [ tiene una
singularidad aislada de interseccién completa (icis, por sus siglas en inglés).

Observacién. Cuando el ideal I es generado por una secuencia regular
fi,-.., [» se cample ht(I) = r. Entonces el ideal jacobiano Jr estd generado
por los menores M de orden r x r de la matriz jacobiana Jac(F) = (f;;),
donde F' = (f1,..., f.). En adelante trataremos solamente con icis, y cuando
escribamos I = (f1,---, f,) suponemos que ht(I) = r y que por lo tanto
fi,-+-, fr es una secuencia regular.

Ejemplo 2.10. Sea (R,n) = (k[z,yl,,.n) e = (x2,y?) . Como el ideal
(Jr.g: f,g) contiene una potencia de n entonces I tiene una singularidad ais-
lada en 7. Més atin, como {z? y3} es una secuencia regular, entonces I es
una icis.

Observacion. Sea (R, n) un anillo r.l.e.t.f. Si I = (f) tiene una singularidad
aislada en 7 se cumple que ht(Jy) = m por Corolario 2.5. Esta propiedad
permite expresar los médulos de cohomologia de ciertos complejos L; de
manera simple. Esta es la razon de nuestro interés en esta seccién de calcular
la altura del ideal Jp cuando F' tiene una singularidad aislada de interseccion
completa. En el siguiente ejemplo mostramos que la propiedad ht(Jr) = m,
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que se cumple para un polinomio (F = f) ya no se satisface para el caso en
que el ideal I este generado por mas de un polinomio.

Observacion. En adelante sélo trataremos con icis I = (fy,..., f,) donde
ninguno de sus generadores es regular.

En el siguiente ejemplo también tenemos que ht(Jp) < m, y no se puede
eliminar ninguno de los generadores pues no son regulares.

Ejemplo 2.11. Sea I = (2?,4?), entonces el ideal jacobiano Jp = (ry?)
cumple ht(Jp) = 1 < 2. El ideal I tiene una singularidad aislada en 7.
Maés atin tenemos que I = (f — g, f + ¢g) . Estos nuevos generadores de I,
cada uno de ellos, tiene una singularidad aislada en n = (z,y) ; sin embargo

ht(Jp) = ht(Jp) < 2 donde F' = (f — g, f + g).

Observacién. Cuando el ideal I es generado por mas de un polinomio te-
nemos ht(Jrp) < m. Esta es la principal obstruccién para seguir el camino
trazado en el caso de un polinomio. Para superar esta dificultad calculamos
ht(Jr) (Corolario 2.18). A continuacién demostramos tres lemas béasicos que
nos ayudaran en la demostracion del Lema 2.15.

Lema 2.12. Sean (R,n) un anillo local, z € R, e I un ideal con (I,z) # R.
Si existe polinomio P(x) € k[x] no nulo tal que P(z) € I entonces z € V/1.

Prueba. Sea P(z) = a,2"+...+a1z+ap € 1. Es suficiente notar que ag = 0.
|

Lema 2.13. Sean J, (J, fi,..., f.) ideales propios de (R, n) un anillo r.l.e.t.f.
Sea P ideal primo con J C P, y Q(x1,...,2,) € kl[z1,..., 2] un polinomio
no nulo tal que Q(fi1,..., f.) € J. Entonces existen dos posibilidades

1) f1 se encuentra en el ideal (P, fa,..., f), 0

2) Existe un polinomio Qq(z2, ..., x,) € kl[za, ..., x,] no nulo, tal que Q1(fo, . ..

<P7f1>'

Prueba. Si algtin f; € P se cumple la primera afirmacion. Veamos el otro
caso. Sea Q(z1,...,x,) = ijl T; el polinomio no nulo de la hipétesis, donde
T; son las formas homogéneas de grado j. Para la prueba del Lema analizare-
mos dos casos.

’f'r') G

Primer caso : Existe algin j tal que z; no divide a 7};. Entonces Q(zy, . .., z;)

se puede escribir como
Q(z1, ..., x) = Q1(xe, ..., 2p) + 21 - Xy, ..., ), (2.1)
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donde Qi (z3,...,2,) = >, T; esun polinomio no nulo. De la ecuacién (2.1)
J:x{T)
y el hecho que Q(f1,..., f) € J podemos concluir que

Ql(f27-"7f7‘) € <J7f1) - (P7f1>

El segundo caso sucede si x; divide T} para todo j. Entonces

Qzy,...,x.) = 28Q(x1, ..., 2,),

donde Q(x1,...,x,) = T;, v existe algtin T; tal que z; { T;. Como f;
no esta en P entonces Q(fi,..., f.) € P. El primer caso nos dice que existe
polinomio Qq(xs,...,z,) no nulo tal que

Qi(fas -, fr) €(P, f1)-
[ |

Lema 2.14. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f., I = (f1,..., fr) un ideal propio,
r > 1. Sea P ideal primo tal que ht((P,I)) = m = dim(R). Si eziste un
polinomio Q(x1,...,x,) € klxy,...,x.] no nulo tal que Q(f,...,f.) € P
entonces ht(P) > m —r + 1.

Prueba. La prueba sera por inducién sobre r > 1.

Si 7 =1 del Lema 2.12 tenemos que f; € v/P = P. Por lo tanto (P, f;) C
P. Esto significa que ht(P) = ht(v/P) = ht((P, 1)) = m. Es decir ht(P) >
m.

Supongamos que el Lema se cumple para r = s. Veamos que se satisface
parar =s+ 1.

Sea r = s+ 1. Sea P un ideal primo propio, I = (f1,..., fs, fs+1) un ideal
propio tal que ht(P,I) = m. Sea Q(z1,...,%s,Ts+1) polinomio no nulo tal
que Q(f1,..., fs, fs+1) € P. Del Lema 2.13 con J = P,r = s+ 1 tenemos dos
posibilidades :

f1 €(P, fo,. .., [s, [s11), 0 existe Q1(xa, ..., Ty, Tsy1) polinomio no nulo
tal que Ql(f27 S fsa fs-‘rl) S <P7 f1> :

En el primer caso tenemos que (P, I) C (P, fo,..., fs, fs+1) - De la hipétesis
ht((P,I)) = m tenemos que ht((P, fa,..., fs, fs+1)) = m. De la férmula
ht(I,a) < ht(I) + 1 se tiene que ht(P) + s > ht(P, fa, ..., fsx1) = m. En-
tonces ht(P) >m — (s+1) + 1.

En el segundo caso existe un polinomio @Qq(zs,...,Ts, Ts11) no nulo tal
que Q1(fa, .-, fs, fs41) € (P, f1) . Sea P ideal primo tal que P, D (P, f1),y
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Wi(Py) = ht((P, 1)) Notemos que Qu(for ., for forr) € Pr, y h((P,T1)) =
m, donde Iy = (fo, ..., fs, fs+1) . Aplicamos el lema parar =s, [ = I}, P =
P, Q = @ y obtenemos ht(P;) > m — s+ 1. Como ht(Py) = ht((P, f1)) <
ht(P) + 1 entonces

ht(P)>m —(s+1)+ 1.

Esto finaliza la prueba por induccién y demuestra el Lema.

Lema 2.15. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f., I = (f1,..., fr) un ideal con una
icis en n. Entonces ht(Jp) > m —r + 1.

Prueba. Sea P O Jp un ideal primo.

Si f; € P, para algin ¢« = 1,...,r, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que f; € P. Sea Q(z1,...,z,) = x1 polinomio no nulo entonces
Q(fi,-.., fr) = f1 € P. Como ht(P,I) = m = dim(R), del Lema 2.14 se
tiene que

ht(P) > m —r+ 1.

Si f; ¢ P para todoi =1,...,r debemos probar que ht(P) > m —r + 1.
Del Corolario 1.41 de [B] tenemos que en K = Q(D), el cuerpo de fracciones
de D = R/ P, los elementos fi, ..., f, no forman un conjunto algebraicamente
independiente sobre k -el cuerpo base- (f; denota también a la clase f; en
R/P). Es decir, existe un polinomio S(xy,...,x,) € k[zy,...,z,] no nulo tal
que S(f1,...,fr) = 0 en el cuerpo K. Como D es un dominio y D — K
entonces S(fi,..., f.) =0 en el anillo (D, n.) Esta dltima condicién significa
que S(f1,..., fr) € P. Finalmente, como ht({I, Jg)) =m y P D Jp se tiene
que ht((P,I)) = m. Del Lema 2.14 se sigue que ht(P) > m —r + 1. [

Ejemplo 2.16. En este ejemplo mostramos que sin la hipétesis de singu-
laridad aislada el lema anterior no se satisface. Sean f = % + % + %, y
g = % - % + % polinomios en el anillo (k[z,y, 2|(z,4,-),n). Como (f,g,x)
es un ideal que contiene una potencia del maximal entonces (f,g) forman
una secuencia regular. Mds aun, cada ideal (f) y (g) tiene una singularidad
aislada en 7. Sin embargo debido a que Jy, C (z) entonces ht(Js,) < 1.
Como ht(Js,) > 1 obtenemos ht(Jr,) =1<m—r+1=3—-2+1=2. Por
lo tanto I = (f, g) no puede tener una icis, pues de lo contrario contradice al
lema.
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Observacién. La desigualdad contraria se presenta en el siguiente Teorema
el cual se llama La generalizaciéon del P.I.T de Macaulay. Aqui usaremos
la notacién I;(A) (segin se presenta en [Eisl]) para indicar el ideal generado
por los menores ¢t X t de una matriz A de orden p X gq.

Teorema 2.17. Si A es una p X ¢ matriz con elementos en un anillo noethe-
riano R e I;,(A) # R entonces

ht(I,(A) < (p—t+1)(g—t+1)
Prueba. [Eisl, Teorema A.2.54]. |

Corolario 2.18. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (fi,..., fr) una icis.
Entonces
ht(Jp) =m —r+ 1.

Prueba. Del Lema 2.15 tenemos la siguiente desigualdad
ht(Jgp) = m —r+ 1.
Por otro lado notemos que
Jrp = I.(Jac(F))

(segtn la notacién establecida lineas atréas), donde Jac(F') es una matriz de
orden m X r. De la generalizacién del P.I.'T de Macaulay tenemos que

ht(Jp) < (m—r+1)(r—r+1)=m-—r+1.
De aqui se tiene que ht(Jp) =m —r + 1. |

Observacién. El siguiente Lema serd uno de los pilares de la demostracion
del Corolario 2.22, que es un caso particular del Teorema de clasificacion de
singularidades aisladas.

Lema 2.19. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, I = (f,g) una icis. Definamos
he =f4+a-gyJy:=Jn para a € k. Si ht(J,) = m — 1, entonces eriste
un primo p; que pertenece a la descomposicion primaria del ideal Jy 4 tal que
Jo C pi y ht(p;) = ht(Jo) = m — 1. Mds ain, si existe un primo p tal que
(Jas Jg) C p, con o # B entonces ht(p) = dim(R) = m.
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Prueba. Notemos que para a # [ tenemos
Jf’g = Jha,hg c J,. (2.2)

Sea
-

710 = () NN )

i—1

la descomposicién primaria del ideal jacobiano, con ,/q; = p;, \/q_§ =piy

ht(p;) = m — 1, ht(p,) = m. Notemos que aqui hemos usado el hecho que
ht(Jsy) > m — 2+ 1 segin el Lema 2.15.

Sea p un ideal primo tal que p D J, y ht(p) = ht(J,) = m — 1. Como
Jo D Jt4 (ver ecuacion (2.2)) entonces

j=t

p2 1= (N NN )

Por lo tanto existe algin ¢ tal que ¢; C p, lo cual significa que p; C p. Como
ht(p;) = ht(p) entonces p = p;. Por lo tanto J, C p;.

Finalmente sean a # € k y p primo tal que (J,,Jz) C p. Como
ho € VJoy hg € \/J_g entonces

p D (hayhg, Jngne) -
Como (ha,hg) = (f,9) ¥ Jhans = Jr.g, s€ tiene que
pO(f. 9, Jpg)-
Por hipétesis ht((f, g, Jr4)) = m entonces se tiene que
ht(p) = m.

Corolario 2.20. Conservamos la notacion del Lema anterior. Sea

i—t

710 = () NN )

i1

la descomposicion primaria del ideal jacobiano, con \/q; = p;, \/Z =P Y
ht(p;) = m — 1, ht(p;) = m. Entonces el nimero de elementos del conjunto

W:={Ae€k:ht(Jy)) <m.}

es menor o igual a t.
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Prueba. De la definicién del determinante tenemos que Jg¢, = Jp, 4. De la
inclusion Jy, , C Jy tenemos que Jy, C Jy. Esta tdltima conclusién implica
la desigualdad ht(Jy,) < ht(Jy). Como ht(Js,) > m — 1 (ver Lema 2.15)
entonces ht(Jy) > m — 1. Por lo tanto suponer que ht(Jy) < m equivale
asumir que ht(Jy) = m — 1. Esto significa que

W ={X:ht(Jy) =m—1}.

Del Lema anterior se desprende que cada J, con A € W esta contenido en el

primo p; para algini=1,...,t.
Como cada p; contiene a lo mas un Jy (por que sino ht(p;) = m por el
Lema 2.19), el nimero de elementos de W es menor igual a t. |

Proposicién 2.21. Sea (R,n) un anillo r.l.et.f, I = (f,g) una icis. En-
tonces existe h € I tal que ht(J,) =m

Prueba. Como el conjunto W tiene a lo méas t elementos y k es un cuerpo
infinito entonces basta tomar h = h, con o ¢ W. n

Nota. Del Corolario 2.20 se desprende que la mayoria (salvo tal vez un
ntmero finito) de representantes de la forma f + Ag cumple la tesis anterior.
Mas ain, la Proposicion 2.21 se puede optimizar de la siguiente manera:

Corolario 2.22. Sea (R,n) anillo r.l.e.t.f., I = (f,g) ideal de interseccion
completa con una singularidad aislada en n. Entonces existe ho,hg € I tal
que ht(Jy,) = ht(Jn,) =m e I = (hq, hg) .

Prueba. Nuevamente como W tiene a lo mas ¢ elementos y k es infinito
entonces basta tomar h, y hg con a y § diferentes en k& \ W. La igualdad
(ha,hg) = (f, g) finaliza la prueba. [

Observacién. El Corolario 2.22 también se puede interpretar como un Teo-
rema de Clasificacién de las singularidades aisladas de interseccion
completa para dos polinomios. Nos indica que las icis son s6lo aquellas que
se pueden formar con las hipersuperficies que tengan una singularidad aisla-
da de modo que sus respectivos generadores formen una secuencia regular y
una singularidad aislada.

Notemos también que la inica hipdtesis que se usa respecto al cuerpo
k es que este sea de caracteristica cero. Este resultado se extiende para
icis que estén generadas por r elementos.
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Observacién. Hemos demostrado que un elemento f tiene una singularidad
aislada en 7 si sélo si ht(Jy) = m. Es decir si ht(J;) < m, el lugar singular
de f tiene dimensién mayor que cero (mas complicada). En el dmbito de la
geometria el lugar singular de f representa el conjunto Z((f, Js)). En el alge-
bra representan los ideales primos P que contienen a (f, Js). Sea I = (f, g)
una icis donde ninguno de sus generadores sea regular. Es decir ht(Jy) < mo
ht(J,) < my puede suceder que ht(J;) < m. Esta ultima condicién significa
que para cada f,g el lugar singular es de dimensién mayor o igual a cero.
Hemos demostrado que podemos hallar generadores f’, ¢ donde cada uno de
ellos tiene una singularidad aislada. Este resultado se puede interpretar co-
mo una reduccion de la singularidad de los representantes f, g. Es decir, los
generadores f, g tienen un lugar singular de dimension mayor que un punto,
ahora para los generadores f’, ¢’ sus respectivos lugares singulares son solo
puntos.

Es licito pensar que podemos hallar generadores hi,--- ,h, donde al
menos uno de ellos sea regular. Es decir proporcionar una reduccién total
de la singularidad de por lo menos un generador. En el siguiente ejemplo ver-
emos que esto no es posible. La hipdtesis que el ideal I no tenga generadores
regulares nos indica que I C n?. Esto significa que no podemos hallar en el
ideal I un elemento regular.

Ejemplo 2.23. Sea (R,n) = (k[z,y], n), €l anillo regular local y f =
2’ +y?, g = ry+y? entonces Jp = (x(2y + ) — y*) . Se prueba que I = (f, g)
es una icis. Se cumple que I C n? Si I = (f’.g’) donde al menos [ es
regular entonces del Lema 1.43 se desprende que Jy = R. Esto significa que
f'= P +ax+ by, donde P € n? y a o b es diferente de cero. Esto significa
que ' ¢ n? y por lo tanto I ¢ n?, una contradiccion.

2.2. Cohomologia de complejo Koszul para

I'=(f9)

Describiremos ciertos complejos L; que representan una generalizacion
del llamado complejo Koszul. Cuando I = (f) es generado por un solo poli-
nomio L; se reduce al complejo Koszul. Esto que nos permita estudiar su
cohomologia. En un primer momento abordamos el caso I = (f). Calcu-
lamos la cohomologia de los complejos L; para todo j > m. Finalmente en
el caso I = (f,g) presentamos un ejemplo que nos demuestra que no pode-
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mos seguir el camino que se planted para el caso en que I = (f), donde
H*(L;) = Torm—«(R/(f),R/J¢). En nuestro caso esto sélo sucede cuando
J < m donde se pueden emplear las mismas técnicas. Para 7 > m mostramos
que los complejos L; sélo tienen tres términos de cohomologia no nulos. En
este caso proporcionamos una secuencia espectral E* que converge a la coho-
mologia de L; y colapsa en el segundo término. Calculamos de manera con-
veniente el término Ei* En el caso particular en que J; C J¢ demostramos
que E* = E'. La mayoria de ejemplos que conocemos cumplen esta condi-
cién, por ejemplo las curvas sobre C inmersas en dimension 3 clasificadas por
ejemplo en [Looj]. En estos ejemplos podemos calcular entonces los médulos
de cohomologia de los complejos L; para j > m.

En el caso general demostramos que los complejos L; para j < m — 1
cumplen que H'(L;) = 0 para todo t < j, y H/(L;) # 0. En general, para
los complejos L; con j > m — 1 calculamos los médulo de cohomologia en los
grados m — 2 y m. El término en grado m — 1 se encuentra en una secuencia
exacta larga donde los términos son conocidos.

2.2.1. El Complejo L;.

Describimos de manera conveniente el complejo L;. Estos complejos de-
scriben la homologia de Hochschild. Bajo la hipdtesis de singularidad aislada
calculamos la cohomologia de los complejos L; para j > men el caso I = (f).
Mostramos que en el caso I = (f; ..., f.) no se puede generalizar los calculos
que presentamos cuando I = (f).

Sea I un ideal generado por una secuencia regular. Definamos los com-
plejos L; como

iO0 i—10)1 Jj—1 J
[JQR dpr r QRdDR dpr ]QR dpr QR

[+1Q0, JE9) 205" 19,

sij <m:=dim(R)y

) . . . .
IJQ% dpr I’ 19}{dDR dpp 1’ m‘HQT]’{ dpr  DP7TQR
i+10)0 i1 i—m420m—1 i—m+10m
17105 Iy [i=m+2Q7 Li=m+1Qp

LjIO

si 7 > m. Vamos a describir a estos complejos L; de una manera conveniente
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en la Proposiciéon 2.24. Cuando el anillo R es r.l.e.t.f. se tiene que

roy
[s+1Qi—s - Js+1

Rp QY *

pues €2° es libre

Debido a que el ideal I es de interseccién completa, el R/I—mddulo

graduado €, Tor1 ©8 isomorfo al anillo de polinomios %[yl, ooy Yp| (ver
Proposicién 1.30) donde ht(1) = r. Denotemos al espacio vectorial de los poli-
nomios homogéneos de k[yi,...,y,] de grado s por @q=sy;" - --yg", donde
a=(ay,...,a.)y la] =a; + ...+ a,. Con esta notacién se prueba que
I# u R
o1 = ED yite Y @ T
la|=s

Usando estos isomorfismos veremos que el morfismo borde resulta ser casi la
multiplicacién por los df;. En efecto definamos Q := Q ® R/I, el siguiente
diagrama conmutativo define ¢

Q) J st
s j—s sOJ—s+1
I5H1Q, 1505

a a ~J—s / a ar j—s+1
Doy yr e Oy P oyt @ QT

|a|:5 ‘CL|2571

donde z = yi" - y¥ @ w € €B|a|:s Yty @y ﬁf{s corresponde a r =

S TR — . 1°Q77° . .
e ferw en el médulo L. De la definicion del morfismo d se sigue

[sH1Q3-°
que

d(l'):fol"'fiai_l"'ng'@i'dfi/\w+ff1"-fﬁTd(w) _
=1

r
Zf]?l...fiai_l...fﬁr .ai.dfi/\w_
=1
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-1

Por lo tanto d(z) corresponde al elemento y ., yi* - -y - -y @a;-df; Aw
_]_SJ’_

, 1 o
en el médulo P, _,_, ¥1" -y @k 2y . Entonces podemos escribir

5,(,2) — Zyill ---y}?i_l...y?T ®az .dfz/\w
=1

Notemos que a; puede ser cero.

Como k£ D Q podemos reemplazar las potencias ff por fi(j ) = J;—Lj entonces
el morfismo se define sélo con la multiplicacion por df;, para:=1,...,r. Es
decir el siguiente diagrama

Iy J s
gy o
—j—s+1

D™y e QL @ g™ @

la|=s la]=s—1

es conmutativo, donde

T

5(y£a1) N .y7(qar) ® w) _ Zy%m) - .ygai—l) - .y7(qar) ® m

=1

(0)

Por convencion y;° = 0si b <0, para todo i =1,...,r.

Proposicién 2.24. El complejo L; es isomorfo a

a Qr =0 a ar =1

la|=3 laj=j—1

a ar —j—1 a ar o
@Yy e @y @,
la|=1 la|=0

donde
Sy @w) =Yy Y ) @ df AW,
y Qp = Q% @r R/I.
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Prueba. Se sigue del andlisis anterior. [

Observacién. Veamos rédpidamente el caso en el cual I = (f) para valores
de j > m = dim(R). En este caso se prueba que el complejo L; es isomorfo

a

—o df —1 df i —

(usar Proposicién 2.24 y notar que k[x]s ®y Q' ~ ﬁl) Esto se puede escribir

como

df df df

(Qp — O QOR) ®r R/ (f).

Es decir Lj = K(fuys-- - fon) Or ?, donde df = X, f,,dx; para cierta base
dzy, ..., dz, del médulo Q.

Observacion. Basados en la descripcién anterior podemos calcular, en el ca-
so particular que I = (f) , lo siguiente : Sea el anillo R = k[21, ..., Tn)(21,...20)-
Si f es regular (es decir J; = R, ver Lema 1.43) entonces H*(L,) = Q%) La
demostracion de esta afirmaciéon se esboza en el siguiente ejemplo.
Observacidn. Si a la hipdtesis de interseccién completa impuesta al ideal I
le agregamos la hipdtesis de singularidad aislada, es decir

BTy, 1)) = dim(R) = m
tenemos la siguiente Proposicion.

Proposicién 2.25. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f) un ideal con una
singularidad aislada. La cohomologia de los complejos L; para j > m cumple

5 R R
H (LJ) = TOTm_S(J—f7 7)
para todo s < m.

Prueba. En efecto, sea

df df

L (%L ~ay ) @ & = K(furs .-, fon) O R/

donde df = >, df,,dx;. Como I = (f) tiene una singularidad aislada en 7
entonces { fu,, - .., fz,, } forman una secuencia regular. Por lo tanto el comple-
jo Koszul K(fy,--., fun) de for, ..., fzy es unaresolucion de R/.J; >~ Q™ /df,
donde df denota la imagen de df A — : Q™! — Q™ Es decir H*(L;) =
Tor,—.(%, %) [
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Ejemplo 2.26. Sea [ = 2® + y* + 2% en (k[x,y, 2|(s4,), 1), entonces J; = 1.

Como H*(L;) = Tor,_.(%, J—’j), si usamos la resolucién

K(f):R—1-R

de R/I tenemos que
K(f)®rR/n:k-"~k
Por lo tanto
k  si*=m
H (L) =<k si*=m-1 (2.3)

0 en otro caso.

Para el caso de un polinomio el célculo de los médulos de cohomologia
de los complejos L; fueron realizados por Michler. Presentamos una leve
generalizacién de su resultado.

Corolario 2.27. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f, I = (f) un ideal con una
singularidad aislada en n entonces

(L) —(Jj;;f) st F=m-1 2.4
) st ¥=m

para 7 > m = dimR.

Prueba. Serd suficiente hallar una resolucién de R/ (f) (ver Proposicién
2.25). Como R es un dominio, el complejo

K(f): R —R

es una resolucién de R/ (f) . Por lo tanto el complejo K (f)® R/J; se escribe
como

K(f)® R/ {(J;): 0—= R/ {J;) —L= R/ (J}).

De aquf se sigue que H™ (L;) = (Jj;;f), y H™(L;) = R/ (f, J;) . |
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Observacién. Notemos que la dimension de H™(L;) (para j > m) es el
nimero de Tjurina de la singularidad (ver Observacién en la Proposicion
2.4)

De ahora en adelante, hasta finalizar la seccién, veremos solamente el
caso en el que I = (f, g) sea interseccién completa y tenga una singularidad
aislada. Es decir trabajaremos bajo la hipdtesis que el ideal I sea interseccién
completa y cumpla la siguiente propiedad :

ht((f, g, Jsq4)) = m.

Nuestro estudio se centrara en la cohomologia de los complejos L; para j >

dim(R). En adelante para no cargar la notacién escribiremos y{ por yga). La
Proposicién 2.24 prueba que los complejos L,,., se expresan de la siguiente
manera

a a _O al
Ly : @ Yyt 6 @ Y1t ys Q 6

lal=m+p la]=m+p—1
5 al agﬁm—l 5 @ a1,,a2()
@ Y1 Yo LA Y1 Yo
|a|=p+1 |al=p

donde Q" = O ®p R/I. A partir de aqui usaremos la siguiente notacién
Vi = D wiwp2"™,
|a|=i+p;az=l

especialmente cuando escribamos Ly, ., como un bicomplejo. Cuando no halla
lugar a duda en que complejo L; estemos trabajando sélo pondremos Q;”l”
Notemos que y]yiQ° ~ ylyi 10" ~ Q.

Definicién 2.28. Definamos los complejos L, ., de la siguiente manera :

m—+p m—+p—1

GBQ @ Qm 1, @Q 07

m+p

y el morfismo borde se define como §(y¢ybw) = yi~ y5df A w + yiysdg A w,
donde y§{ =y5 =0sia <0.
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Observacién. Notemos que Ly, = L, , ®r R/I y que 4?2 = 0. Una idea
natural para generalizar la Proposicién 2.25 en el caso de mas un polinomio
es intentar probar que H*(Ly,) = Torp_.(%, R/ (J;, J;)) donde L], es una
resolucién de R/ (Jys, J,) = H™(L!,). El siguiente ejemplo muestra que esto

no es posible :

Ejemplo 2.29. Sea f = z?+y’+22y g = zy+22 en (R, n) = (k[z,y, 2] (w4, 1).
Se prueba que f,g forman una secuencia regular. Un célculo muestra que
Jrg = (@ —v* 222 —y), 2(2y — x)), ht({Jsg4, f,9)) = 3. Es decir el ide-
al I = (f,g) tiene una singularidad aislada de interseccién completa en 7.
Maés ain como Jy = J, = n entonces ht(J¢) = ht(J,) = 3 = dimKrull(R).
Del Corolario 2.5 la tultima conclusion significa que f y g tienen una sin-
gularidad aislada en 7. Esto a su vez equivale a tener que los complejos
K(feyy s fen) VY K(Guys- -, Gu,, ), tienen cohomologia cero para todo i # m,
donde df = > fodx; y dg =" gud;.
Debido a que el complejo L,, se puede escribir como

L., :

71 dg ) dg )
df ldf ldf
—m —m—1 m—2
o0 dg Qi dg Qoo = ’

tenemos la secuencia exacta corta

OHK(fxl7"'7fme) ®RR/I Lm Lm—l 07

donde, en L,,, identificamos la primera columna de la izquierda con el com-
plejo K (fuys-- -, fe) @r R/1, y el cociente con L,,_; (notemos que z7y°Q" ~
2’ yiilﬁs). Como f tiene una singularidad aislada entonces

R R

H*(K(fxu toe >fxm) X R/I) = TOTm_*(T’ ?

).

Por lo tanto si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia tenemos
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Hm_Q(mel) L)

amn 5
Tor(,35) —— H"" (L) ez
R R m
Toro(7, J_f) d;)+dg'

Sin dificultad se prueba que & = 0 pues J, C Jy y entonces dy([w]) =

[dg ANw]=0€ H™(K(fs,,-- - fo, ) QR/I) = R/Jy = R/J,. Veamos qué sucede
con dy. Sea [(Wwo,w;)] un elemento en el médulo H™ %(L,,_;). Entonces para
representantes (wg, wy) en la clase (W, w;) de (Lpy—1)m—2 se cumple

df Nwy+dg Nwo = f-m+g- .
Si efectuamos el producto dgA en la igualdad anterior tenemos
dg A (df Nwy+dgAwe) =dg A (f-m+g-n). (2.5)

Como J; = J, se tiene dg Any,dg Ana € dg AN QR =~ J, = Jp ~df NQp"
Entonces existen i, 75 € Q%" tal que dg Ay = df A} y dg Ang = df A1,
Por lo tanto podemos escribir

(f-dgnm+g-dgAne) = (f-df A+ g-df Nip).
De aqui se sigue que la ecuacion 2.5 se escribe como
dg N df Nwy — (f -df Ay +g-df Arg) = 0.
Si factorizamos df A obtenemos
df A(dg Nwy+ f -y + g - m5) = 0.

Como df A es el diferencial del complejo K(fy,,- .., fz,) tiene cohomologia

cero en todos los grados salvo en nivel m (pues ht(J;) = m), tenemos que

dg Nwy + (f -my+g-n5) = df Ang, para algun n,. Es decir dg A wy = df A
——m—1

en €} y

01 ([(wy, w2)]) = [dg A wi] = [df Amp] =0
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en H" Y (K(fy,..., fm)). Por lo tanto tenemos la secuencia exacta corta

=m—1
0—Tor (%, &) — grmy(r,) — £ (2.6)
df +dg
A continuacion calculamos el médulo Torl(?, J—b;) Si Usamos la hipdtesis

que el ideal I = (f, g) es interseccién completa tenemos que el complejo

0 R (fvg) R@R (797f)R 0

es una resolucion de ?. Si efectuamos el producto tensorial ® R% = Qgrk en
el complejo anterior obtenemos

0—k—>k@Pk2sk—>0

Esto significa que Torl(?, Jﬁ) = k @ k. Antes de continuar un lema que nos
L., ﬁm‘tl ,
permitira demostrar que Jrdg € un modulo no nulo.

Lema 2.30. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, y (f) un ideal con una singularidad
aislada. La aplicacion

Qm-1 Jme N Jf

daf - — ~
f df ANQm=2 4+ dg N Qm—2 Jﬁng Jtg

definida por w — df N w es un isomorfismo.

Prueba. Sélo la inyectividad no es clara. Si df A w = 0 entonces df AN w =
df AdgAwy, por lo tanto df A(w—dgAw;) = 0. Como H (K (fo,, "+ fa,)) =0
para todo i # m entonces existe wy € Q™2 tal que w = dg A wy + df A wo,

es decir w = 0. |
N o™t I R . _ Iy s

otemos que, Jo 7. ORr 7 = 0 por que si no M = 7 cumpliria

que % = 0 y por el Lema de Nakayama se tendria M = 0. Pero Jy =ny

Jty C n* nos dice que M # 0. Por (2.6), dim(H™ *(L,,)) > 2 y no puede
ser isomorfo a

Tori(R/I,R/(Js,J,)) =Tor(R/I,R/Jy).

Esto finaliza el Ejemplo 2.29.
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Corolario 2.31. El complejo L), no es exacto en general.

Prueba. Sino L], serfa una resolucién de R/ (Jy, J,) y
H™ Y(L,,) = Tor\(R/I,R/ {J;, J,)).
|

Observacioén. Interesados en conocer la cohomologia de los complejos Ly,
presentaremos el célculo de la cohomologia de ciertos complejos L;(x1, . .., z,)
isomorfos a L; en cierta localizacién Rp. Ellos se pueden asumir como una
generalizacion del complejo de Koszul. Por esta razén presentamos la sigui-
ente subseccion :

2.2.2. Una Generalizacion del Complejo de Koszul

En este item trabajaremos en A una k—algebra local e.t.f. Entre los prin-
cipales ejemplos de estas algebras se encuentran los anillos (R, n) r.l.e.t.f., sus
localizaciones y los anillos R/I, donde I es un ideal de intersecciéon completa
con una singularidad aislada.

En base a los complejos L; para j > 0 daremos la siguiente definicién :

Definicién 2.32. Sea (A, n) un anillo local con una estructura de k—algebra,
N = @7, A - dr; un A—médulo libre. Denotemos N := AN, y N = A.

Definamos los complejos L;(dxy, dxs, N) con 2 < m de la siguiente manera

D 2'a? @ N 5 D af'aP e N 5
lal=j Jal=j—1
a as —1 a a ]
0 D a7'2y® @ NV s D ailwy’ @ N,
lal=1 |al=0
sijg<m,y
D i @A s P af'ry @ N 5
lal=37 la]=j—1
al _.az —1 ai ,,a2 m
s D P NTT s @D 72y @ N™,
|la|=j—m~+1 la|=j—m
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si 7 > m. Donde §(2§'25%w) = 2* ' 232dr, Aw + 2525 Tdarg Aw, y 2l =0,
si b < 0. Donde a = (a1,az),y |a| =a; +as =j — s.

Observacién. Cuando no haya lugar a confusién escribiremos L(z1, x5) por
L;(dxy,dzy, N). Cuando dfy, df; es parte de una base en Q}QP es obvio que

L(dfy, df, Q}{P) es isomorfo a L(x1,z3) sobre un Rp—mddulo libre de rango
m.

Lema 2.33. El complejo Lj(x1,x2) esta bien definido

Prueba. Sera suficiente demostrar que §% = 0. Que se sigue de al definicién
[ |

Observacion. En esta parte abordaremos el calculo de los mdédulos de co-
homologia de los complejos L;(z1,22) donde A es un algebra como en la
Definicién 2.32.
Observacién. En el siguiente lema usamos la notacién
m—i _ Oom—i _ a,lom—i
Qi,l,m+p = Qi,l = z{zQ0" "

Lema 2.34. Sea 7 > m — 2 entonces

H'(Lj) =0
para todo i > 0. Sea j < m — 2 entonces
i 0 si1#j
H'(Lj) =< .. .~ ° (2.7)
NI si1=17,

donde N = @, Re;

Prueba. El complejo doble L; para j = m + p se puede escribir como

. m
Lyt g~

ldml

L Tduy Qg,lp_+11 = -
dz1 \L
TR
ldw1
QTO i Qg?()_l
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Las primeras p + 2 columnas son copias del complejo Koszul K (dz;). Todas
ellas son una resolucién de cero. Si tomamos cohomologia en las columnas
obtenemos el complejo

dxo dxo dxa

K:0 NO

Nl Nm_l,

donde N = ®]*,Re;. El cual es exacto. El caso j < m es similar.

2.2.3. Calculo de la cohomologia de L;

En esta parte nos encaminamos en direccion al calculo de los médulos de
cohomologfa de los complejos L;. Como sabemos el complejo L, no es exacto
en general. En relacion a sus modulos de cohomologia podemos precisar lo
siguiente :

Los modulos de cohomologia del complejo L
mos P que contienen al ideal Jy 4.

El es pieza fundamental para demostrar que los complejos L,,, para k > 0
solo tienen tres términos de cohomologia no nulos. Este Teorema sera uno
de los pilares donde se sentara las bases de la siguiente seccién. La igualdad
ht(Jrp) = m — r + 1 conjuntamente con el resultado anterior nos permitiran
demostrar :

Los complejos L; para j < m—2 tienen cohomologia cero para todo i # j.
Para j = m — 1 llegamos a que H*(Ly,—1) = Tory,_1-5(Js/Js4, R/I). Final-
mente para j > m presentamos una secuencia espectral F,, que converge a
la cohomologia de los complejos Ly, 4, y E* = E*.

Los calculos mencionados lineas atras se sintetizan en el siguiente Teorema

/

mp €Stdn soportados en los pri-

Teorema 2.35. Sea j € N entonces

(0 si i < min{j,m — 2}.
df AV L
— Q@ R/I si1=7Yj<m.
i i—1
Hi(Ly) = § Yo n ey (2.8)
Torm,l,i(J—,R/[) sij=m—1.
g

(Tor (H™ Y (Cpy1),R/I) sij>m—1ei=m—2,
donde Cpiq = (L]

<m—-1 ny P -
mp)S (ver Proposicion 2.44). Para los términos en nivel
m — 1 y m presentamos una secuencia espectral
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E3 o = Tory(M,, %) (2.9)

Ell,o = Torl(M;m ?) < Ell,l = Torl(Mp’ %)

1 J,
B} = Toro(My, %)) <2 B}, = Toro(5, ),

donde Gr(M,) = ®¥_ R/ J; (ver Teorema 2.51) y d* es el producto exterior
con dg.

En el caso que J, este contenido en el ideal J;, se cumple E' = E*, lo cual
se demuestra en el Corolario 2.54. Aunque la condicién J, C J; simplifica
significativamente los calculos, esta se da en muchos ejemplos conocidos.
Ello nos permite calcular los médulos de cohomologia de los complejos Ly,
para el caso en que R/I es de dimensién cero y la singularidad es simple
(clasificacién de Guisti [G]) [Looj, 7.19], a exepcién de H, para p > 7,y
las singularidades simples de curvas inmersas en dimensién tres
(ver Ejemplo 2.56). El calculo de estos grupos de cohomologia fue una de las
motivaciones originales de este trabajo.
Formalmente tenemos :

Teorema 2.36. Sca P un ideal primo con P 2 Jg,. Entonces (L)p =~
Lj(x1,22) (con N =Qp, y A= Rp). En particular los complejos L locali-
zados en todo primo P 2 J;, son exactos en (Rp,np) para todo j > m — 1.
Para 57 < m — 1 los complejos (L;-)p son exactos excepto posiblemente en
grado j.

Prueba. Sea dz1, . . ., dz,, una base del médulo libre Qp,, y df = Y7 | fo.dx;,
dg = > ", gz, dz; la representationes de los diferenciales de f y g en dicha
base. Entonces el ideal J; , es generado por los elementos f;,gz; — fz,9z,- Con
estos lineamientos establecidos iniciemos la prueba del Teorema :

Sea P ideal primo tal que P 2 J;, entonces algin

para indices 1, j diferentes. Es decir f;,g.; — fz;92, es unidad en Rp.
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Afirmacidn. Sin perdida de generalidad podemos suponer (por un isomor-
fismo del médulo libre Q}, que reordene la base) que

fxlg:tg - fngarl ¢ P

Por otro lado como Qf = @i, Rpd;, definamos N := Q}, . Esta no-
tacion es sélo para indicar que T establece un isomorfismo entre los complejos
(L5)py Lj(z1, 7). Definamos la aplicaciéon R, lineal

T:N—>Q}3p

como T'dxy = df, Tdxy = dg y Tdxr; = dx; para i > 3. De la representacion
matricial de T en la base dxy,...,dz,, tenemos que |T| = fo, 00y — fur92,

—A“jjT(‘T) esta bien definido. Esto sig-

nifica que dfy, df, forman parte de una base de Q}%P. Entonces (L))p =
Lj(dfla cee 7dfr7 Q%{p)

El hecho que L sea exacto para j > m — 1 se sigue del Corolario 2.34.
La conclusiéon que los L; para j < m — 1 sean exactos excepto en el tltimo
nivel se sigue también del Corolario 2.34.

es unidad en Rp. Por lo tanto 77! =

Observacién. Si repetimos la demostracion anterior ahora para el médulo
—%
(25, obtenemos

Teorema 2.37. Los complejos L; localizados en todo primo P 2 Jp, son
exactos en ((R/I)p,Tp) para todo j > m — 1. Para j < m — 1 los complejos
(Lj)p son exactos salvo posiblemente en grado j.

Prueba. Es la misma que la demostracién anterior con A = (R/I)py N =

Proposicion 2.38. El complejo L. | es exacto salvo en nivel m — 1.

Prueba. Es claro que el complejo L/, tiene longitud m — 1. Entonces
demostrar que H'(L!, ;) = 0 para todo i # m — 1 -usando el criterio de
exactitud- equivale a probar que :

(L. ,)p tiene cohomologia cero para todo ¢ # m — 1 para todo primo P tal
que profundidad(P) = ht(P) < m — 1.

En efecto sea P primo tal que ht(P) < m — 1. Del Corolario 2.18 tenemos

ht(JF) =m—r+1.
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En el caso particular que r = 2 obtenemos ht(Js,) = m — 2+ 1, es decir
Jtqg € P. Entonces en Rp el complejo (L!,_;)p es exacto. (ver Teorema 2.36).
Esto finaliza la prueba.

[ |
Corolario 2.39. La cohomologia del complejo L,,_1 cumple
. i
H (Lm—l) = TOTm_l_*(R/[, _)7
Jtg
donde I = (f,g) y el generador (f) tiene una singularidad aislada en n.
Prueba. Por la proposicién, reindexando, L/ _; es una resolucién de
J
" (L) =
' Jt.g
(Lema 2.30) y L,,,-1 = L', ® R/I. Entonces
. Ji
H (mel) = TOTmflf*(—, R/[)
Jt.g
|

Observacién. El corolario anterior es una generalizacion del Corolario 2.25.

Observacién. Hemos expresado los médulos de cohomologia del complejo
L,,—1 en funcién de Tor,(R/1,Js/Js4). A continuacion veremos cuantos de
ellos son nulos.

Corolario 2.40. Sii#m —1,m — 2 entonces H'(L,,_1) = 0.

Prueba. Se sigue del hecho que ht(J;,) = m — 1y un aplicacién directa del
teorema. |

Observacién. A continuacién veremos que la cohomologia de los complejos
L’ cumple que H'(L}) = 0 si i # j < m — 1. Existen diferentes maneras de
demostrar esta afirmacion nosotros nos basaremos en el criterio de exactitud.

Corolario 2.41. Los complejos L son eractos Vj < m—1 salvo en grado j.
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Prueba. Sea L con j < m— 1 entonces el complejo tienen longitud j. Sea P
un ideal primo tal que ht(P) < j. Como ht(Js,) > m — 1 entonces P 2 J;,.
Del Teorema 2.36 se sigue que (L})p es exacto salvo posiblemente en grado

j. Una aplicaciéon directa del criterio de exactitud finaliza la prueba.
|

Proposiciéon 2.42. Sea j < m — 2 entonces para todo t # j tenemos
H'(L;) = 0.

Prueba. Sea P un ideal primo en el anillo R/I diferente del maximal. Como
siempre obviaremos la notacién de clase de equivalencia en el anillo R/I.
Como ht(Js4) = m — 1 entonces P 2 Js4. Por lo tanto del Teorema 2.37 se
tiene que H'((L;)p) = 0 para todo i # j. Una aplicacién directa del Criterio
de exactitud en el anillo R/I concluye la prueba. |

Observacién. Una de las principales propiedades que usamos en las de-
mostraciones anteriores y que se manifiesta en el Teorema 2.36 es que los
modulos de cohomologia de los complejos L;,,, estan soportados en los pri-
mos P D Js,. La otra propiedad que hemos usado es que los médulos de
cohomologia de los complejos L, , estan soportados sélo en el ideal maxi-
mal (Proposicion 2.42.)

A continuaciéon demostraremos que los complejos L4, sélo tienen tres

términos de cohomologia no nulos.

Teorema 2.43. Se cumple que H*(L;) = 0, para todo s < m —3, s >m y
J=m.

Prueba. Se sigue del hecho que ht(.Js,) = m—1 > sy el criterio de exactitud.
[

Observacién. A continuacién presentamos el calculo del moédulo de coho-
mologia H™ ?(L,,.,) para todo p > 0. La primera parte de la prueba se basa
en el Teorema 2.36 y el hecho que ht(J;,) > m—1. A continuacién usaremos
la siguiente notacién

m—i _ ay a2 ym—i
Vi = D v,

|a|=i+p;az=l

establecida lineas atras
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Proposicién 2.44. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f entonces el complejo

m+p m+p—1 p+1

. 0 d 1 é g m—1
OP‘H . ﬁ‘% Qm,l,m-i—p lea Qm—l,l,m—l—p e ZGB Ql,l,m-i-p O’

es exacto salvo en grado m — 1.

Prueba. Notemos que Cpy1 es un complejos de médulos libres de longitud
m — 1 tal que (Cpi1)s = (L;,,,)s para todo s < m — 1. A continuacién
aplicamos el criterio de exactitud al complejo Cpy; :

En efecto, sea P primo con ht(P) < m — 1. Como ht(Jsg) > m — 1
entonces P 2 Jyy. Del Teorema 2.36 tenemos que H*((L;,,,)p) = 0 para
todo s < m. Es decir H*((Cp41)p) = 0 en Rp para todo primo P C 7, con
ht(P) < m — 1,y s < m — 2. Esto significa, si empleamos el criterio de

exactitud, que H*(C41) = 0 para todo i # m — 1 en el anillo local (R, 7). B

Observacién. El siguiente lema tiene como fin calcular el tltimo médulo de
cohomologia del complejo C.

Lema 2.45. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f,g) una icis. El complejo

df df df
K(fors-- s fo) : 0—=Q%f —=Qf ——--- —=QF,
tiene a lo mds los dos ultimos mdodulos de cohomologia no nulos.

Prueba. Como Jf = (fu,.--, fon) 2O Jrg v ht(Jp,) = m — 1 (Corolario
2.18) entonces ht(Jy) = m — 1.
[

/

m+p usamos la notacion

Observacion. Si en el complejo L
mei — szlfl — xalemfa

Z7l7m+p

entonces el complejo C,41 se escribe de la siguiente manera
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. m—2
Cpir: Qo<+

-
m—2

m—1
W =g Lopn—

y li

Qm—2
._.% 271 - ..

dg
o

m—1
07

me2
dg 2,0

y podemos identificar la primera columna de la izquierda con el complejo K’

df df df df

QO Ql Qm—? Qm— 1 )

Del Lema anterior se sigue que K’ es exacto excepto en el iltimo nivel.
Si describimos el complejo €}, como un bicomplejo se tiene que

Cpia

G, = =2

(2.10)

identificando Qgﬁt en Cpyq con Qg}t_l en C,. Notemos que por definicién el
complejo C,, es el complejo L], +p—1 cortado en grado m — 1. Por lo tanto
tenemos la siguiente secuencia exacta corta de complejos.

0— K —Cpr1 —=C, —0. (2.11)

Si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia obtenemos la secuencia
exacta

0—=H" HNK') —= H" Y (Cpr1) —= H"H(Cy) —=0.

Notemos que
Co=1L .. (2.12)

Lema 2.46. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. y K' el complejo



Si f tiene una singularidad aislada en n entonces
H™ YK') ~ Jy,

y H(K')=0sii#m—1.

Prueba. Definamos la aplicacion

Qm—l

Ve

— Jme ~ Jf

de la siguiente manera w — df A w. La buena definicién se sigue del hecho
que df Adf = 0. Si identificamos Q™ con el anillo R entonces df AQ™ 1 = J;.
Por lo tanto la aplicacién w — df A w es sobre. Sea df Aw = df ANw = 0.
La hipotesis que f tiene una singularidad aislada en 7 es equivalente a que
HYK(fe,---, [e,,)) = 0 para todo i # m. Por lo tanto si df Aw = 0 entonces
w =df Nwy. Es decir w = 0. |

Observacién. A continuacion calculamos los médulos de cohomologia de
los complejos Cp41. Dicho calculo se basa en la filtracién por columnas del
complejo L,,4,, secuencia exacta 2.11 y en el isomorfismo 2.12.

Lema 2.47. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f,g) una icis. Si f y g
tienen una singularidad aislada en n entonces

Gr(H"(Cyu) = - ) [@(Jf»] ,

donde (Jy); = J;.

Prueba. La prueba sera por induccién sobre k para valores de k& > 0.
Sea k = 0. Si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia en la
secuencia

0 K ! Ol CO O

obtenemos
0——> Hm—l(K/) I Hm—l(cvl) . Hm—l(CO) —0.

Por lo tanto

Gr(H™Y(C))) = H™ YK H™ 1 (C)). (2.13)
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Como Cy ~ L/, , entonces H™ '(Cy) = H™ (L), ;). Del Lema 2.30 se

sigue que H™1(Cy) = JJTf Si reemplazamos los calculos obtenidos en el
29
isomorfismo (2.13) obtenemos
Gr(H™ J;.
- @

Supongamos que el lema se cumple para p = s. Entonces

Gr(H(C) = - ) [@(Jf»]

Sea p = s + 1. Sea la secuencia exacta corta
0—K —Csp1—Cy——0.
Si tomamos las secuencia exacta larga en cohomologia tenemos
00— H" YK')—— H™"Y(Cyry) —= H™ }C,) —0.
Por lo tanto
Gr(H™ ! (Copr)) = H" (Cor) @ H™ (K
El caso p = s y Lema 2.46 finaliza la prueba. [

Observacién. El moédulo graduado del lema anterior anterior se obtiene
filtrando el complejo por columnas. Si filtramos el complejo Cpyq por filas
obtenemos el siguiente modulo graduado

) J
Gri(H™ 1 (Cyir)) = Jff a
g

@(Jf)i] :

i=1

donde (J;); = Jy. Develado el médulo H™*(C,41) presentamos uno de los
calculos al cual se hizo alusién al inicio de la seccion.

Corolario 2.48. H™ ?(L,,4p) = Tori(H™ *(Cpy1), =)

~| =
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Prueba. Como C,;; es exacto salvo en el dltimo nivel y

(Lm+p)s = (CpH ®r R/I)s

para todo s < m — 1 entonces

H*(Cpp1 @ R/I) = Torm,l,S(Hm_l(Cpﬂ), R/I)

~| =

H" *(Lysp) = Tori(H™ ' (Cpia), =)-

Observaciéon. Esto es lo mas lejos que podemos llegar siguiendo la idea de
la Proposicién 2.25 (ver Ejemplo 2.29).

A continuacién veremos de que forma podemos calcular H™(Ly,4p), ¥
H m_l(Lm+p). De manera precisa presentamos una secuencia espectral tal
que E? = E> y converge a la cohomologia de L, ,. Se calcula H™ (L, ,)
como H™(Ly,4p)-

Observaciéon. En estas lineas describiremos brevemente lo que mas adelante
formalizaremos. El complejo L;, ,, se puede escribir de la siguiente manera

/ . .
Loy (2.14)
|
m_l DY
1,p+1 dg dg
ldf df daf
m m—1
o~ M <
df df df
m—1 m—2
g o g Q54 ~
df df df

m m—1
Qo <~ W~ <5—

om-2 ...
dg 20

dg
Notacion. A continuacién usaremos la siguiente notacién

R *
Bl7i_l .— Ql,l
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- . . .
Con esta notacion el bicomplejo L;, ., se escribe

By, p<—-

daf idf
D,—Dp dg dg dg
daf df
B, _ B2
dg 2-1 dg 2,0 dg
daf df
B{n—l < Bl 0= o
’ d, ’ dg
daf
BO 0<— -
b dg

De este complejo vamos a tomar el subcomplejo E],

dg dg dg
ldf df df df
Bp+1’_p o1 1 01
idf df df df
prfp 51 51 51
daf df
<=5 B2 N BQHZ
df df

By o
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Demostraremos que este complejo es exacto salvo en el nivel m. Esta
construccién y la prueba de la afirmacién se presentan a continuacién.

Definicién 2.49. Dado el complejo L7, , definamos el subcomplejo (£}, ),
de la siguiente manera :

(Egla)m_l = @ BS,t7

s+t=1;t<0
donde i + 7 +s=m + p.

Observacién. Notemos que (E),6) esta formado por las primeras p + 1

columnas de la izquierda del complejo L;, ., (ver 2.14).

Lema 2.50. Si ht(Js) = m entonces el complejo E) es evacto salvo en el
nivel cero. Sea My, := H™(E) entonces Gr(M,) = ®j_o(R/J);.

Prueba. La prueba sera por inducciéon sobre p el nimero de columnas del

complejo E]. Para el caso p = 0 tenemos que Ej = K(df) el cual tiene

cohomologfa cero para todo ¢ # m. Mas ain H™(Ej) = H™(K(df)) = R/ J;.
De un proceso de induccion y la secuencia exacta corta

0—=K(df) —= B —=E,—0

se prueba que H'(E,.1) = 0 para todo 7 # m. Si tomamos homologfa en la
secuencia anterior nos queda la secuencia exacta

0 RJJy — H"(Ey1) —> H™(E,) —>0,

Esto significa que Gr(M,) = @&!_,(R/Js);. Notemos que la filtracién por
columnas es la que que da origen al médulo graduado Gr(M,).

Observacién. El Lema anterior nos indica que los médulos H"(E,) y &%_o(R/J;);
son isomorfos s6lo como k—espacios vectoriales. Esto es debido a que no se
encontré un split de R—mddulos en la secuencia anterior. En el siguiente
teorema vemos los complejos de cocadenas E, y L,,_; como complejos de
cadenas de la siguiente manera (E,)* = (Ep)m—s ¥ (Lm-1)" = (Lm—1)m—1-+

52



Teorema 2.51. Existe una secuencia espectral £ - que converge a H*(Lysp),
E?=FE> yel B! es

Tory(M,, ?) 0
1
Tory(M,, %) JTorl(%, &)

Torg(My, £)) <2 Toro( 3=, %),

donde d* es el producto exterior por dg.

Prueba. La demostracion se basa en escribir el complejo L, 1, como

dg

dg

(Ep)O - (mel)O
donde £, = B, @ R/I. Como E, = B/ ® R/I se prueba que
H*(E,) =Torm—.(R/I, M,).

Por lo tanto si calculamos el primer término de la secuencia espectral al
complejo anterior tenemos
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2 __ rpoo
y Ep,q - Ep,q u
M

Corolario 2.52. El médulo de cohomologia H™(Ly,+,) es isomorfo a ( 7 ).

Prueba. Del Lema 2.50 se prueba que

R
TOT’()(MP, 7)) = Mp QR R/I
Por otro lado como
R J J R
Torg(—, =) = (=5)®
I 1.9 Jf,g I

tenemos
TOT()(Mp, ?) o Mp ®R ?

Jg Jg
Aqui J, representa la imagen de la aplicaciéon Adg en la secuencia espectral
del Teorema 2.51.

2
EO,O -

Observacién. Debido al Corolario 2.22 podemos asumir que el generador
g tiene una singularidad aislada en 7. Por lo tanto podemos establecer la
existencia de otra secuencia espectral E’ tal que E' — Ly, y B’ = E™.
Para la prueba basta notar que I = (g, f). Un hecho que consideramos
més interesante es proporcionar un ejemplo donde los términos E' y E'
son diferentes. Es decir estamos proporcionando informacién nueva sobre la
cohomologia de los complejos Ly,

Observacién. Existe una secuencia espectral E! . que converge a la co-
homologfa del complejo Ly,+, vy colapsa en E'?. La secuencia se obtiene al
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intercambiar el rol de f por el de g. A continuacion presentaremos el término
Ell

Tory(Ny, %) 0

Tori(N,, &) DL Tory(

Jf R
Py T 7)

f
Jfg’

df J
Torg(N,, ) <" Tore(5-, %)

En el siguiente ejemplo demostramos que E' y E" son diferentes.

Ejemplo 2.53. Sea (R,n) = (k[z,y, 2@y, 0), [ = 2 +y°+2%y g = zy+22.
Un célculo demuestra que J; = (322 — 2y?,62%2 — 2yz,4yz — 2x2) y que
I = (f, g) tiene una singularidad aislada en 7. Mas ain, f y ¢ tiene una singu-
laridad aislada en 7. Para demostrar que E' y E'! son diferentes es suficiente
mostrar que la cohomologia de K(f,, ..., fz,, )@ R/Ty K(g,,---,4,, )QR/I
son diferentes. En efecto como f y ¢ tiene una singularidad aislada en 7 en-
tonces

HY(K(f, ,....f.,.)®R/I)=Torn,_.(R/J;, R/I)

17

H*(K(g,,,--+9,,)® R/I) =Tory,_.(R/Jy R/I).
Sea
0—R-T2ra K2 p

una resolucién de R/I. Como los elementos f, g pertenecen a los ideales Jy,
y J, respectivamente entonces se prueba que K(f,g) ® R/J; :

y que K(f,9) ® R/ J,:

0 0

O—=k——kOk—>k—0.

Esto finaliza el ejemplo.
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A continuacién veremos un ejemplo donde la secuencia espectral E7, del
Teorema 2.51 colapsa en E*

Corolario 2.54. Si J, C Jy entonces la secuencia espectral del Teorema 2.51
cumple que E' = E>.

Prueba. Una propiedad que usaremos en repetidas ocasiones en la prueba
del corolario es la que pasamos a demostrar :

Recordemos que en la Seccién 2.1 asumimos que ninguno de los gener-
adores del ideal I es regular, es decir Jy # R. Si J, C Jy entonces ht(.Jr) = m.
En efecto, como f € /J;, g € \/J, se tiene que ht(J;) = ht(\/J;) >
ht({f, g, Js4)) = m. Esto a su vez significa que H' (K (fs,, ..., fr,)) para to-
do i # m (ver Corolario 2.6). Es decir si w € Q* y df Aw = 0 entonces existe
w' € Q7 tal que w = df Aw'.

Por otro lado para demostrar el Corolario sera suficiente probar que los
morfismos de conexién, dados por Adg, de la secuencia exacta larga en coho-
mologia de la secuencia exacta corta

0 Ep Lm+p Lm—l —0

son nulos. En efecto, si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia a
la secuencia anterior obtenemos la secuencia

— m— m— o1
H™2(Ey) —= H™ (L yp) —= H" 7 (Lin—1) —

do

Hm_l(Ep) - Hm_l(Lerp) - Hmil(Lm—l) -

Hm(Ep) - Hm<Lm+p)

0.

La condicién J, C Jy implica que dp = 0, y 6; = 0. Verificaremos sélo que
01 = 0, pues el otro caso es similar.

En efecto sea [(Ww;, Wy)] una clase en el médulo H™ 2(L,,_;) con (wy,wy) €
Q™2 @ Q™2 Entonces

df ANwy+dg ANwo = f g +g-ni € Q"
Si multiplicamos por dgA a la igualdad anterior obtenemos

dgANdf Nwy = f-dgAnl +g-dg An?. (2.15)
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Como dg Ani,dgAni € Qf ~ Ry J, C J; se tiene que existe 73,735 en Q™1
tal que dg Anj = —df Any y dg An} = —df An3. Por lo tanto la ecuacién
(2.15) se escribe de la siguiente forma

dgNdf Nwy = —f-df Ay —g-df Ana.

Si factorizamos df A tenemos

df A (dg Awy — fny — gn3) = 0.

Como HY(K(fyyy---» fen)) = 0 para todo i # m, existe a; € Q™! tal
que
dg ANwy = f-ny +g-15 +df Aay.

Si k = 0 la prueba terminé pues [dg A w;] = 0 € H™1(E}). De lo contrario
definamos ag := w, y continuamos la demostracion por un proceso inductivo.
Admitamos como hipétesis inductiva que

—dgNas_o=mns+df Nas_q (2.16)
con ng € IQ™ 1. Es decir ny =n! - f +n? - g. Por el método de la escalera en

el diagrama

m—2

dg
daf daf
d mel me2 X
gN\as—1€ dg as—1€ dg .. dg
df daf df
m Qm_l .
Q dg dghas_2€ dg .. dg
df df
m . m—2
Q" i e
daf df
m—1
< dgdg/\unGQ
df
Qm

o7



tenemos que existe a, tal que 7,11 = dg A as_1 + df Aa, € IQ™ L. En efecto
de hipétesis inductiva si tiene

—dg N\ as_o9=mns+df Nas_q (2.17)

con ng € IQ™ 1. Es decir ny, = n! - f +n?- g . Si aplicamos dgA a (2.17)
tenemos
dg N\ (ns +df Nas—1) =0. (2.18)

Como 7, € IQ™ ! entonces ny = f-nl + g - n?. Como J, C Jy, se tiene que
dg Ans = df Ans,1, para algin 1, € IQ™ 1. Por lo tanto la ecuacién (2.18)
se escribe como

df N (Ns+1 —dg N as—1) = 0.
Como H'(K(fzys-- -, fz,)) = 0 para todo i # m, existe a, tal que

Ney1 = dg A as_1 +df Nag € IQ™ L.

Esto finaliza la induccién y demuestra que
dgNa_o+df Naj_1=mn € [ngl

para todo [ =1,...,p. Esto significa que

[(0,....dg ANwy)] = [(df Naps1 +dgNay...,df Nas+dgAay,df Nay)] =0.
[ ]

Observacién. A continuacion, bajo la hipétesis J, C Jf, describiremos los
moédulos de cohomologia del complejo E,.

Lema 2.55. Si J, C Jy entonces

p

B (Torm_.(R/I, R/ ;)i

1=0

Gr(H"(Ep))

Prueba. Demostraremos que los morfismos coneccién de la secuencia exacta
corta

(ﬁ*a df) EP‘H Ep
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son cero, para todo p > 1. En efecto si tomamos cohomologia a la secuencia
anterior obtenemos la secuencia exacta larga

H™ Q" df) —> H" (Epyy) —= H"2(E,) >~

H™ N, df) — H™ Y (Epyy) — H™Y(E,) >

H™(Q, df) ——= H"(Epy1) —— H"(Ep).

De la hipétesis J; C J; obtenemos que dp = 0. Veamos que d; = 0. En efecto,
con el mismo argumento que el Corolario 2.54, sea = (1, 7p—1,- -+ , )] un
elemento en H™ %(E,) entonces

df Nmp+dgAny1=Ff-a+g-b

donde los elementos a, b se encuentran en el médulo Q™~1. Si aplicamos dgA
a la igualdad anterior podemos escribir

dgNdf Nn,=f-dgNa+g-dgNb.

Como J, C Jy se tiene que dg Aa = df Na'y dg ANb = df AV para algin
a y b en el médulo Q™1 Més atin como dg A df = —df A dg, la igualdad
anterior se puede escribir

—df NdgAny,=f-df Na' +g-df NV
Ademés H (Q,df) = H(K(fs,,-- -, fz,,)) = 0 para todo i # m, entonces

dghn,=—(f-d +g-V+df Nw),

para algin w € Q™ 1. Como §;(z) = [dgAn, = [—(f-a +g-V +df Aw)]
entonces d1(x) = 0.
Ahora, la secuencia

0— (2, df) Ep E, 0

nos da el isomorfismo de espacios vectoriales

H'(E,py) ~ H*(Q, df) ® H*(E,).
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Como

H*(Ey) = H*(Q,df) =~ Torp,_.(R/I, R/ J;)

pues

tenemos que Gr(H*(Ep41)) =

Observacion. Notemos que la condicién J, C Jy es natural. En efecto, si
tomamos un generador f € [ con una singularidad aislada entonces para
algin s € N tenemos J; C Jy. Ademds, todas las icis clasificadas en [Looj]
salvo H,,, con y > 7, cumplen esta condicion.

Ejemplo 2.56. En este ejemplo presentaremos las variedades de interseccion
completa que cumplen y también las que no satisfacen la propiedad anterior.
Los ejemplos que aqui se presentan son de dimensién cero y dimensiéon uno

(Qdf) = K(fors- - fon) ® R/T

L o(Torm_(R/I,R/J¢));.

inmersas en el espacio C3, segiin se presentan en [Looj|.
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Simbolo Formula Numero de Tjurina
e 2<p<gq (zy, 2 + ) p+aq
G (%,9°) = (2> + ¥, y°) 7
Gz (2%,y") = (2° +y',y") 10
H,;6<p (2% + y" =3 xy?) w2
I,7<p (22 + %, 9y%) sip=2k -1 o+ 2
I,7<p (22 + 2, 2y* 1) siop = 2k 2
Simbolo. Foérmula.

S5 < p (22 + y* + 273 y2)

Tip=189| (z*+y>+ 2 y2)

Uz (2% + yz, 2y + 2°)

Us (2% + yz, vy + 22°)

Uy (22 + yz, 2y + 27)

Wy (22 + yz,y* + 23

W (22 + yz,y* + x2?)

Zy (2% + y* + 2%, ay)

Z10 (22 +y2?, y? + 2°)
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